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Résumé. Soient D CC C n une variété complexe de dimension p > 2 à bord C 2 
dans C n , / une fonction C 1 sur bD et V une famille suffisamment grande et 
générique de (n — p+l)-plans complexes. Supposons que pour u G V, aucune 
composante connexe de bD n C" _p+1 n'est presque réelle analytique et que 
/ se prolonge holomorphiquement dans D H C"~ p+1 . Alors / se prolonge en 
une fonction holomorphe dans D. Dans un cas particulier, ce résultat donne 
une réponse partielle à une conjecture de Globevnik-Stout. En généralisant 
le théorème de Harvey-Lawson, nous démontrons un théorème du type de 
Morera pour le problème du bord dans C n qui répond à un problème de 
Dolbeault-Henkin. 

Abstract. Let D CC C n be a complex manifold of dimension p > 2 with C 2 
boundary in C™. Let / be a C 1 function on bD and V a generic and large 
enough family of complex (n — p + l)-planes. Let suppose that for u G V, 
no connected component of bD n C™ _p+1 is "almost" real analytic and that 
/ extends holomorphically in Dfl C™~ p+1 . Then / extend as a holomorphic 
function in D. In a spécial case, this resuit gives a partial answer to a con- 
jecture of Globevnik-Stout. By generalizing the theorem of Harvey-Lawson, 
we prove a Morera type theorem for the boundary problem in C n which 
answer to a problem asked by Dolbeault and Henkin. 



1 Introduction 

Soit T une hypersurface réelle d'une variété complexe X de dimension n. Une 
fonction / localement intégrable sur F est appelée fonction CR si pour toute 
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(n, n — 2)-forme de classe C°° à support compact dans U, on a J r fdip = 0, 
où T possède l'orientation induite par celle de X. Si / G C 1 , cette condition 
est équivalente à condition 

Lf(z) = pour tout vecteur tangent holomorphe 

complexe L G C <S>m Tanc(T, z) (1) 

pour tout z G T, où Tanc(r,z) est le sous-espace tangent complexe maxi- 
male de l'espace tangent de T en z. 

D'après le théorème de Bochner, toute fonction continue, CR sur le bord 
lisse d'un domaine simplement connexe D de C n avec n > 2 se prolonge con- 
tinûment en une fonction holomorphe de D. En généralisation ce théorème, 
Harvey et Lawson ont démontré que toute variété compacte T de classe C 1 à 
singularité négligeable, de dimension 2p — 1, orientée et maximalement com- 
plexe (c.-à-d. le plan tangent de Y en tout point contient un C p_1 ) dans C™ 
borde une variété complexe D (ou une p-chaîne holomorphe si T n'est pas 
irréductible) pour tout p > 2. Si T est de classe C k avec k > 1, D est C k 
en tout point du bord sauf sur un compact de volume (2p — l)-dimensionnel 
nul H 0. On en déduit que toute fonction / CR, de classe C 1 sur bD se 
prolonge en une fonction holomorphe, bornée dans D \ Sing-D. En effet, le 
graphe de / est maximalement complexe, elle borde le graphe d'une fonction 
holomorphe sur D \ SingD. 

Dans cet article, nous allons étudier le problème d'extension holomorphe de 
fonctions sans hypothèse "/ est CR" et également le problème du bord sans 
hypothèse 'T est maximalement complexe". 

Soient D un domaine borné à bord C 2 dans C n et / une fonction continue 
sur bD. D'après Agranovski-Semenov, Valski, Rudin, Stout, si / se prolonge 
holomorphiquement dans D PI C u pour 7i 4 ( n_1 )-presque toute droite com- 
plexe C„, alors elle se prolonge holomorphiquement dans D [[I], |Ï2[ [H]. Plus 



généralement, Globevnik et Stout ont démontré que si sur bDnC u , la fonction 
/ vérifie la condition de moment faible, qui s'appelle condition de Morera (c.- 
à-d. Jf,£>nc„M fd z \ — 0) pour 7-^ 4(n_1 )-presque tout u, alors elle est CR et elle 
se prolonge holomorphiquement dans D si bD est connexe 0. Ce théorème 
reste valable si on considère uniquement les droites dont la direction appar- 
tient à un ouvert non vide de G(l,n). Dans la démonstration, Globevnik et 
Stout ont considéré les fonctions dont les lignes de niveaux sont les hyper- 
plans complexes parallèles. L'espace engendré par telles fonctions est dense 
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dans C°°. Cette propriété réduit le problème à une vérification de l'égalité 
Jr fdip = pour ip = Adz\ A ... A dz n A dz\ A ... A dzi A ... A dzj A ... A dz n , 
où A est une fonction dont les lignes de niveaux sont des hyperplans com- 
plexes parallèles. Finalement, cette égalité est un corollaire du théorème de 
Fubini et de la condition de Morera. Globevnik et Stout ont conjecturé que 
si D est convexe, fl CC D est un sous-domaine convexe et si / se prolonge 
holomorphiquement dans D H C u pour toute droite tangente à bfl, alors / 
se prolonge holomorphiquement dans D. Notre premier résultat donne une 
réponse partielle à cette conjecture. 

Soient Y un compact (n—p+1) -linéairement convexede CP n (c.-à.-d. CP n \F 
est la réunion d'une famille continue de (n — p + l)-plans projectifs), D une 
variété à bord C 2 dans C n \ Y , bornée dans C n , / une fonction C 1 définie sur 
bD et V C G(n — p + 2, n + 1) une famille de (n — p + l)-plans complexes de 
C n \Y qui coupent bD transversalement. Supposons que pour tout v G V, f 
se prolonge holomorphiquement dans D H C™~ p+1 et qu'aucune composante 
connexe de bD nC"" p+1 n'est presque réelle analytique (c.-à-d. C u DbD n'est 
pas réelle analytique dehors d'un compact de longueur Ti 1 nulle). Nous al- 
lons démontrer que si V est suffisament grande et générique (par exemple une 
variété de codimension réelle 1 telle que \J V C"" p+1 recouvre bD) alors / se 
prolonge holomorphiquement dans -D\SingD. Ce théorème n'est plus valable 
si l'on supprime la condition "aucune composante connexe de bD n C™ _p+1 
n'est presque réelle analytique". Nos contre-exemples sont donnés au cas où 
bD est Levi plat et Y n'est pas un compact de C n . L'idée de la démonstration 
(par exemple pour n = p = 2, D convexe et V une hypersurface réelle de 
G(2, 3)) est la suivante. On considère v — (Ç,r)) G V un point générique, 
C u = {z2 = C+i]Zi} et H le plan tangent de V en v. Supposons, par exemple, 
que H ®rC est engendré par d/d( + d/d(, d/dr) et d/dfj. Par hypothèse, les 
dérivées de R(fPdzi) = J bDnC jPdz\ par les vecteurs précédents sont nulles 
en v pour tout polynôme P en z. D'autre part, 




dRjfPdzi) 
dR(fPd Zl ) 



dR(fz 1 Pdz 1 ) 
r df dz 2 



dR(fPd Zl ) 
dfj 



f 

Jb. 




-=-Z\Pdzi 
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Ces égalités sont induites par le lemme de Darboux |TD[ dans le cas où bD 



est, au voisinage de bD H C u , feuillété par les droites complexes. Pour le 
cas général, nous approximerons bD par ses droites complexes tangentes en 
bD H C u . Nous déduisons des égalités précédentes, appliquées pour P ou 
pour P := ZiP, que J^^rli et §^^ z i vérifient la condition des moments. 
Par conséquent, elles se prolongent holomorphiquement dans D D <C U . Si 
bD nC„ n'est pas presque réelle analytique, la fonction Z\ ne se prolonge pas 
méromorphiquement dans D flC^. Les deux fonctions précédentes sont donc 
nulles. D'où / vérifie (1) sur bD R C u . 

Un fermé K d'une variété X est appelé k- géométriquement rectifiable s'il est 
localement (7i k , fc)-rectifiable et s'il admet un fc-plan tangent réel géométrique 
en tout point sauf sur un ensemble de mesure de Hausdorff k-dimensionnelle 
7i k nulle. Cette notion permet de généraliser le théorème de Harvey-Lawson 
pour tout courant rectifiable, fermé, maximalement complexe et à support 
compact géométriquement (2p — l)-rectifiable dans C™ 0. 
Soit T un courant rectifiable, fermé, de dimension 2p — 1 et à support com- 
pact géométriquement (2p — l)-rectifiable tel que le courant d'intersection 
T H C™ _p+1 vérifie la condition de Morera ((T D C™ _p+1 , Zidzj) = pour tous 
i, j) pour tout v G G(n — p + 2, n + 1) générique. Alors Y borde une p-chaîne 
holomorphe au sens des courants. Ce théorème donne la réponse positive à un 
problème de Dolbeault-Henkin || problème II] et généralise les résultats de 



d'Agranovski-Semenov, Rudin, Valski, Stout, Globevnik (13], 0]. Il généralise 
également le théorème de Harvey-Lawson. En effet, g la formule de 

Cauchy, on peut montrer que si T est maximalement complexe, T fl C™~ p+1 
vérifie la condition des moments pour un sous-espace C"~ p+1 générique de C n . 
La solution locale du problème du bord au voisinage d'un point de convexité 
(Lewy) permet de recoller les solutions du problème du bord sur les tranches 
Qn-p+i en une p-chaîng holomorphe. Dans la démonstration du théorème de 
Morera, nous utilisons l'idée de Globevnik- Stout sur la densité d'un certain 
sous-espace de fonctions C°° de C n . 

Nous démontrons également un théorème analogue à la conjecture de 
Globevnik-Stout pour le problème du bord dans C n . 
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2 Problème d'extension holomorphe 



Soient D un domaine de Jordan à bord rectifiable de C et / une fonction 
continue sur bD. Alors / se prolonge continûment en une fonction holomor- 
phe dans D si et seulement si / vérifie la condition des moments, c.-à-d. 
IbD /V = pour toute (1, 0)-forme polynomiale <p sur C. Plus généralement, 
soient D une surface de Riemann polynomialement convexe de C™ à bord 
géométriquement 1-rectifiable et / G C°(bD) vérifiant la condition des mo- 
ments dans C n , c.-à-d. (d[-D], fp) = pour toute (1, 0)-forme polynomiale <p 
dans C n , où [D] est le courant de bidimension (1, 1) défini par l'intégration 
sur D. Alors / se prolonge en une fonction holomorphe dans D au sens faible 
des courants. Ceci est un corollaire d'un résultat de || sur l'extension des 
mesures orthogonales en (l,0)-forme holomorphe (appliqué aux mesures fip 
supportées par bD). Ce résultat de |j généralise des résultats de Wermer et 
de Henkin, qui sont valables au cas d'une courbe réelle analytique Jy| ou C 2 
par morceaux |TU |. 



Définition 1 (||10||) Une fonction (ou une (1, 0)-forme) méromorphe / sur D 
est appelée holomorphe si le courant d'intégration / A [D] est d fermé dans 
C n \ bD. Si D est lisse, cette définition donne les fonctions et les formes 
holomorphes habituelles. 

Soit 7 C C™ une courbe réelle, fermée, de classe C 2 bordant une surface 
de Riemann S' (éventuellement singulière et réductible). Alors l'enveloppe 
polynomiale 7 de 7 est la réunion de 7 avec une surface de Riemann S 
contenant la surface précédente fÏ3| . On note Sj avec j G J les surfaces 



de Riemann irréductibles de S. On appelle jj la courbe fermée minimale 
de 7 telle que jj D Sj. D'après le théorème d'unicité, la surface S est lisse 
jusqu'au bord sauf sur un ensemble dénombrable de singularité de S et sur 
un compact de mesure Ti l nulle (éventuellement vide) de 7. Toute mesure 
orthogonale \i = hdz m se prolonge en une (1, 0)-forme holomorphe tpdz m dans 
S au sens faible des courants. De plus, si jj <$_ bSj> pour tout j' 7^ j, alors 
pour 7i 1 -presque tout point x G jj la fonction ip(z) tend vers h(x) quand z 
tend vers x le long des arcs non tangentiels à 7^ 0. Si h est une fonction 
continue, il existe un compact K C 7j de longueur zéro (Ti}(K) = 0) tel 
que le prolongement de h soit continu en tout point de jj \ K. On note /C,- 
l'anneau des fonctions h continues sur jj telles que h\ 1:j \K h se prolonge en 
une fonction méromorphe sur Sj, continue en tout point de jj \ pour un 
certain compact C 7^ de longueur 0. En particulier, dans un voisinage de 
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7j \ K h l'extension de h n'a pas de pôle. La courbe 7 est appelée générique 
si pour tout j G J les fonctions z m sont /Q-algébriquements indépendantes 
sur 7j, c.-à-d. pour tout polynôme P de K.j[xi, X2, ■ ■ ■ , x n ], on a P(z)\ 7j ^ 0. 
En particulier, si 7 est générique, elle n'est incluse dans aucune hypersurface 
algébrique de C™ et l'application naturelle de l'anneau des polynômes V dans 
Kj est injective. 

On note G (g + l,n + 1) la grassmannienne qui paramètre l'ensemble des q- 
plans projectifs de CP n . On a dim G(q+1, n+l) = (q+l)(n — q). L'ensemble 
G*(q + 1, n + 1) des ç-plans affines de C n sera considéré comme un ouvert de 
Zariski de G(ç + 1, n+ 1). Soit Y C CP ra un compact g-linéairement convexe. 
On pose G y (ç + l,n + l) = {v G G*(ç + l,n+l) : C« n F = 0}. Soit D une 
variété complexe à bord C 2 de dimension p > 2 dans C n \F, bornée dans C n , 
c.-à-d. D est un sous-ensemble analytique de dimension pure p de C n \bDUY . 
Alors 6-D admet une orientation induite par celle de D ainsi que bD n C£ si 
cette intersection est transversale. On note G D (q + 1, n + 1) le sous-ensemble 
de Gy(g+ l,n+ 1) des g-plans qui coupent bD transversalement. D'après le 
théorème de Sard, cet ensemble est un ouvert dense de Gy(g + l,n + 1) et 
son complémentaire est de volume 0. 

Théorème 1 Soient Y un compact (n—p+1) -linéairement convexe de CP n , 
D une variété de dimension p > 2 de C™ \ Y, borné dans C n , à bord C 2 et 
f une fonction C 1 définie sur bD. Soit V C Go{n — p + 2,n + 1) tel que 
bD fl Uj^eVi Cj, so ^ dense dans bD, où V\ est l'ensemble de v & V vérifiant 

1. Le cône tangent de V en v contient 2(p — l)(n — p + 2) — 1 vecteurs 
réels indépendants. 

2. Aucune composante connexe de C"~ p+1 n bD n'est presque réelle ana- 
lytique. 

Supposons que f se prolonge continûment en une fonction holomorphe dans 
-DflC™~ p+1 pour tout v G V . Alors f se prolonge continûment en une fonction 
holomorphe dans D \ SingD, localement bornée dans D\Y. 

Remarque Dans le cas général (Y n'est pas un compact de C") la condition 
2 n'est pas supprimable (voir les exemples 1 et 2). 

Soient u Q un point de G*(n — p + 2, n + 1), U un voisinage de C"~ p+1 , B C 
U une sous-variété réelle, orientée, maximalement complexe de dimension 
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2p — 1, bornée dans C ra , à bord C 2 , f une fonction C l sur B et p> une 1- 
forme définie sur B. Supposons que C™ _p+1 coupe B transversalement. On 
appelle (en généralisation la transformation d'Abel-Radon définie dans ||TÔ| ) 
la transformation d'Abel-Radon de [B] A fp> l'intégrale f BnC n- P +i fp>. Cette 
intégrale définit une fonction au voisinage de vq, continue si / est continue 
et de classe C 1 si / l'est. 

Proposition 1 Supposons que 7 = C™~ p+1 H B borde une surface de Rie- 
mann S'. Supposons que pour toute (1,0) -forme polynomiale tp de C n , la 
dérivée de la transformation d'Abel-Radon R(fp) par rapport à v s'annulle en 
Vq sur un u-plan réel générique H C Tan (G*(n— p+2, n+1), u ) indépendant 
de p avec u > (p — l)(n — p + 2) + 1. L'une des conditions suivantes sera 
satisfaite 

1. Lf(z) = pour tout z G 7 et pour tout vecteur tangent complexe 
holomorphe L G C Cg>R Tan c (B, z). 

2. R existe une courbe jj avec j G J telle que les conjugées des coordonnées 
de C" ~ p+1 sont /Q -algébriquement dépendantes. 



Remarque Les courbes 7j et les anneaux /C,- sont définis au dessus. La notion 
de «-plan générique sera définie plus tard. Si u = 2(p — l)(n — p + 2) — 1 ou 
2(p — l)(n— p + 2), tout u-plan est générique dans ce sens (voirie lemme 2). 

Preuve. Dans un ouvert C^ p_1 ^™ _p+2 - ) de Zariski de G(n — p + 2, n + 1), on 
peut identifier v à une matrice ((, rj) de taille (p — 1) x (n — p + 2), où 

/ U-p+2 \ / Vn- 



c 



an— p+2 
Cn— p+3 



V Cn / 



et r\ 



ln-p+2 
Vn-p+3 



\ 



Vn 



Vn-p+2 
Vn—p-\-3 



n-p+L v 
'ln-p+2 \ 

'/n-p+3 



n-p+1 / 
In ' 



et le (n — p + l)-plan complexe C™ p+1 est défini par les (p — 1) équations 
suivantes 



Cm + Vm Z l + Vm Z 2 H ' + Vm P+1 Z n-p+l 



pour m 



n 



p + 2,... 



n 



(2) 



Considérons le cas où B est une réunion de (p — l)-plans complexes, c.-à-d. 
B = Uaex ^a -1 ; ou Y es * une courbe réelle, orientée, fermée (éventuellement 
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réductible) de G*(p, n + 1). Sans perdre en généralité, on suppose que pour 
tout a G T, z" := (z n _ p+2 , z n - P +3, ■ ■ ■ , z n ) est un système des coordonnées de 
C^ -1 et z' := (zx, z 2 , . . . , est un système des coordonnées de C™~ p+1 . 

Dans ce cas, on peut écrire la fonction / sous la forme d'une fonction g(a, z") 
à variables a et z". Pour tout a G T et tout v près de uq, on note Z := 
(Zx, Z 2 , . . . , Z n ) les coordonnées de point d'intersection de C^ -1 et de C"~ p+1 , 
qui dépendent de a et de v. 
Les équations (2) impliquent 

9Z m dZ m 

pour tous k = 1,2, . . . , n—p+1, q = n—p+2, ... , n et m = 1, . . . , n. En effet, 
par exemple pour q — n, k = 1, si on fixe a, ( s pour tout s = n—p+2, . . . , n—1 
et rf s pour tout (r,s) ^ (l,n), alors tout Z^ s'écrit en fonction affine de Z n . Il 
suffit donc de prouver l'égalité précédente pour m = n. On écrit Z\ = aZ n +(3 
et V 2 n Z 2 + ■■■ + r]^P +1 Z n ^ p+1 = LuZ n + 9. On a 



D'où 



Z„. = (n + vl( aZ n + (3) + UjZ n + 9. 



(n + vlP + O . „ a( n + a9 + f3-(3u 

î et Z\ = - 

1 — r] L a — lu 1 — 7] L a — lu 

dZ n a( n + ol9 + f3 - Plu dZ n 



drjl (1 - r] l a - lu) 2 d( n 



Les égalités (3) se trouvent également dans fïÔ], lemme de Darboux]. Elles 
nous donnent aussi 

dZ m — dZ m 

Dans les formules suivantes, les z& peuvent être confondus avec leurs transfor- 
mations d'Abel-Radon Z^. D'après (3), (4), nous avons pour tout polynôme 



8 



P en z' et pour tout s, k — 1, 2, . . . , n — p + 1 

dR{9Pdz 8 ) = A fr ?gà^ Pdz + / ^az^^ \ + 



et 



+ 



g=S+2 l^" ^ d( m PZkdZs + b g dZq d( m ZkdZs j + 

+ / gPdZ k ^ 
Jr dCm 

" j r dgdZ q r dPÔZ \ 

+ / gPZ k d—^ + / gPjr^dZs - 
Jr àÇ m Jr àÇ m 

dR{gPz k dz s ) + j 9Z fejf7 , <9Z S 



^ + —r-dZ k (5) 



En utilisant le changement des coordonnées (z', z") i — >■ (z' — z" — z/ (l, z')), 
on se ramène au cas où uq = 0. 
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Soient L x les vecteurs C-indépentdants de C ®r H pour À = 1, 2, ... u. Alors 
il existe des matrices complexes 



V Kx ] 

^ d n -p+2,X \ 



(cl 



n-p+2,\ C n-p+2,\ 



V C n,A 



-n-p+2,\ c n-p+2,A 



V e n,X 



"n,A 



n—p+1 \ 
C n-p+2,A » 



Ji-p+l 
^n,A 



n-p+1 \ 
c n-p+2,\ » 



= n-p+l 
"n,A 



telles que 



n ^ n— p+1 n 

£a = X! hm ' X ~d(^ + ^ ^ 
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^m,A 



A i nr- il -p4 2 ^Vm 



+ 



m=n—p+2 

n q n—p+1 n 

+ E rf -,A^+ E E 



d 



m=n—p+2 



k=l m=n—p+2 



drf Ti 



Posons 



Nous avons donc 
L x R(gPdz s ) = 



n—p+l 

Qrn,\ = &m,A + E C m,X Z k 
k=l 

n—p+1 

K m ,X = d rriiX + E e m,\Zk- 
k=l 



£ dR(gPQ m , x dz 3 ) | 



m=n—p+2 ^> m 
n n—p+1 



+ E E < x J gP\- 

m=n-p+2 k=l J 1 L 



dZ k dZ s 
dZ s + 



(8) 



rn=n—p+2 ç—ra— p+2 



ÔZ q dC r 



PK m , x dZ s 



dZA + 



(9) 



Supposons que la condition 1 de la proposition 1 n'est pas satisfaisante. On 
appelle J' G J l'ensemble de tout j' G J tel que la condition 1 est valable 
pour z G 7-,'. Soit j G J tel que jj n'est pas incluse dans bSf pour tout 
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j" £ J' U {j}. Supposons que 7^ ne vérifie pas la condition 2. 
Posons 



Q 


= (Qn- 


■p+2,X, ■ ■ 


■ ? Qn,\)\-_ 


=1 


Q' 


= (Qn- 


-p+2,\, • 


■ ■ j Qn,\) P \ : 


-1 
= 1 


Q" 


= (Qn- 


-p+2,\, ■ 


■ ■ ; Qn,\)x 


/ 

=p 


K 


= (K n . 


-p+2,X, ■ ■ 




= 1 


K' 


= {K n . 


-p+2,\, ■ 




-1 

= 1 


K" 


= (K n 


-p+2,\, ■ 




•/ 

,=p 



où u' = u — {p — l)(n — p) > 2p — 1. 

On prend s = 1. On choisit les L x tels que A = pour tout k 7^ 1 et tout 
À = 1, . . . , u'. En plus, on peut choisir les L\ tels que rangQ' = p—1 (c.-à-d. 
son déterminant est un polynôme non nul). 
On pose 

T — (— det Q'.Q" x Q'~\ det Q'.I U ^ P+1 ) 

où I u '-p+i est la matrice d'identité d'ordre u' — p + 1. Alors T est de taille 
(u' — p + 1) x u' à coefficients dans V . On a T x Q = 0. 

Définition 2 H est un «-plan générique s'il existe un système des coor- 
données z', un choix des vecteurs L x et une matrice N formée par p lignes de 
T x K tels que le déterminant de la matrice (N, W) est non nul pour toute 
p x 1-matrice non nulle W à coefficients dans V . 



Lemme 1 1. L'ensemble des u-plans génériques passant par est un ouvert 
de Zariski, non vide de la grassmannienne réelle Gr(u, R 2 (î'~ 1 )( n- ï ,+2 )) ; qui 
paramétre les u-plans passant par 0. 

2. if est générique le déterminant de (N, W) est non nul pour toute pxl- 
matrice non nulle W à coefficients dans Kj . 

Preuve. 1. Soit H un «-plan non générique. Les coefficients de la matrice 
T x K sont des polynômes de dégrés 1 de z' à coefficients dans V. Soit iV 
une matrice formée par p-lignes de T x K. 

Posons iVW la sous-matrice de iV obtenue par suppression de la i-ieme ligne. 
Le déterminant de s'écrit sous la forme 

det iV w = 

m=(mi,... ,m„_ p+1 )ffl"-P+ 1 
m 1 + ... + m n _ î , + 1 < î >-l 



— 1%-p+l 
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où a mji G V. 

Alors la matrice S formée par les a m ^ est de rang < p — 1 . Ceci implique le 
déterminant de tout p x p-sous-matrice de cette matrice S est un polynôme 
nul. Le «-plan H est non générique si cette condition est vérifiée pour 
toute N. Par conséquent, l'ensemble des «-plans génériques est un ouvert de 
Zariski. 

Cet ouvert est non vide car, par exemple, si H contient le plan engendré par 
les vecteurs 

d 

1. L L 



2. L r 



d(n-p+2 

d 



o r 

°- ^m—n+p—l 



d d 

+ -^=— pour m = n — p + 3, 



4. L 



m—n+2p—l 



d d 
+ ~ — 4 



,n 



d 



d 



dr] m dr] m dr] m+1 dfj, 



pour m = n—p+2, . . . , n— 1 



m+l 



5- -^2p-l 



9 9 
+ 



Pour ces vecteurs on obtient 
/ 1 o 

Z\ —Z\ — Z\ 

~z\ — z\ 



N 






V o 












-zi - z x 













-zx - Zx 
zx - z x 










-Zx - Zx 
Zx~ Zx ) 



Soit W =' (Wx, ■ ■ ■ W p ) une p x 1-matrice à coefficients dans V . Supposons 
que det(iV, W) = 0. Alors 



{-iyWxZx{zi - ^i) P ~ 2 + Ê(-l) p " <+1 Wi(^i " Zx) p -\-Zx - zx) 1 ' 2 = 0. 

i=2 

Comme Wi G V, ils sont tous nuls. 

2. Comme dans 1., W est déterminée comme un vecteur propre d'une certaine 
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matrice à coefficients dans V. D'autre part, V s'injecte dans l'anneau intègre 
K,j. Donc cette matrice n'a pas de vecteur propre non nul à coefficients dans 
V si et seulement si elle n'a pas de vecteur propre non nul à coefficients dans 
Kj. D'où 2. 

□ 

Supposons que H est générique. Supposons que la matrice N formée par les 
p premières lignes de T x K vérifie la définition 2. Remplaçant P par PT it x 
dans (9) et prenant la somme en À = 1, . . . , 2p — 1, nous obtenons 

E L E §pP(T x K^dz, = (10) 

m =n-p+2 J 1 q=n~p+2 U/Ù Q u Sm 

car les dérivées L\R(gPdzi) = par hypothèse. Ceci montre que 

Wi:= E ( E ^§A(T,K) hm (11) 

m=n~p+2 \q=n~p+2 UZ Q u Sm J 

appartient à K,j pour tout % = 1, . . . , v! car son produit avec dz\ est une 
mesure orthogonale. Comme z" est un système des coordonnées de C^ 1 
pour tout a G T, le déterminant de la matrice 

dC,m ) q^ m =n—p+2 

est non nul. Par conséquent, W ^ car, d'après la définition 2, rangiV = 
p — 1. D'autre part, le déterminant de (N, W) est un polynôme non nul en z' 
à coefficient dans K,j. Par le théorème d'unicité, on sait que toute fonction 
de K.j s'annullant sur un sous-ensemble de longueur positive de jj est nulle. 
Par conséquent, det(N,W) est de dégré > 1. Ce polynôme doit s'annuller 
sur 7j pour que (11) admette une solution non nulle pour z e 7 3 . C'est une 
contradiction. 

Pour le cas où B n'est pas une réunion de (p — l)-plans, on considère B' 
la réunion de (p — l)-plans complexes tangentes à B en z G 7. Les calculs 
précédents sont encore valides car ils ne concernent que des dérivées d'ordre 
1, de plus, B et B' se coïncident en 7 à l'ordre 1. 

□ 
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Définition 3 Un sous-ensemble V C Go{n — p + 2, n + 1) est appelé (D, u)- 
gros si la réunion \J u( z V ' C"~ p+1 H 61? est dense dans 5-D, où V est l'ensemble 
des éléments u E V tels que le cône tangent de V en v contienne au moins u 
vecteurs réellement indépendants. 

Cet ensemble V est appelé (D,u)- générique si il est (D,u)-gros avec u > 
(p — l)(n — p + 2) + 1 et Ui/gy C™~ p+1 H bD est dense dans 6-D, où V" est 
l'ensemble des éléments v E V vérifiant les conditions suivantes: 

1. Le plan réel engendré par les vecteurs tangents à V en v est générique. 

2. bD n C"- p+1 est générique dans C^ p+1 . 

Théorème 2 Soient Y un compact (n — p+ 1) -linéairement convexe de CP n 
et D une variété complexe (éventuellement réductible et singulière) de dimen- 
sion p > 2, à bord C 2 dans C n \ Y et bornée dans C n . Soient f une fonction 
C l sur bD et V un ensemble (D,u) -générique de Gn{n — p + 2, n + 1) avec 
u > (p — l)(n — p + 2) + 1. Supposons que pour tout v G V, la fonction f se 
prolonge continûment en une fonction holomorphe de DC\C™~ P+1 . Alors f est 
CR. Par conséquent, f se prolonge continûment en une fonction holomorphe 
dans D \ SingD, localement bornée dans D\Y . 

Remarque Si dans la définition des ensembles (D, u)-génériques on supprime 
la condition 1, le théorème 2 n'est plus valable (voir l'exemple 3). Si u = 2v 
et V une variété complexe de dimension v de G(n — p + 2,n + 1), alors il 
suffit que v > p à la condition que cet ensemble V soit générique dans un 
sens analogue que celui de la définition 3. 

Preuve. D'après la proposition 1, la fonction / vérifie la condition (1) sur 
un ensemble dense de bD. Par continuité, (1) est satisfaisante partout sur 
bD. La fonction / est donc CR. D'après le théorème de Dolbeault-Henkin 
généralisé 0, thérème 1] appliqué pour le graphe de /, la propriété "1- 
extension" de / pour une grande famille de (n — p + l)-plans implique que 
le graphe de / borde une variété complexe qui contient les graphes des pro- 
longements de / sur les tranches C" _p+1 . Cette variété est le graphe d'un 
prolongement de / sur D \ SingD en fonction holomorphe localement bornée 
dans D\Y. 

□ 
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Lemme 2 Tout hyperplan réel H de p+2 ^ passant par (c.-à-d. 

pour u = 2{p — l)(n — p + 2) — 1) est générique. 

Preuve. On remarque que H coupe tout sous-espace de C^ _1 ^ n_p+2 ^ en un 
sous-espace de codimension réel < 1. Par conséquent, pour un système des 
coordonnées générique, on peut choisir les vecteurs L\ indépendants vérifiant 

1. Pour tout À < Ap — 5, pour tout k ^ 1, pour tout m, & m X = e k m X = 0. 

2. Pour tout À < p — 2, pour tout m, c l rn X = 0. 

3. Pour tout À < 2p — 3, pour tout m et tout k, d\ = e^ A = 0. 

4. Pour tout p — 1 < A < 2p— 3, pour tout m ^ \+n — 2p, b„^\ = c^ A = 0. 

5. Pour tout p - 1 < A < 2p - 3, c\ +n _ 2p:X = 1. 

6. Pour 2p — 2 < A < 4p — 6, pour tout m, A;, 6 mi A = c^ x = 0, rf mi A = 
bm t \-2 P +3 et A = ë^ A _ 2p+3 . 

7. Pour tout m, c^ j4p _ 5 = e^ j4p _ 5 = 0. 

8. Le déterminant de Q' est un polynôme non nul F de dégré < 1 en z±. 

9. & m ,4p-5 = ^m,4p-5 7^ P OUr tout m - 

Les (4p — 6) premiers vecteurs forment une base de l'espace C <S>m H', où H' 
est le sous-espace complexe maximal de H n {fj^ = pour tout k ^ 1}. 
Les 2p — 3 premières lignes de T x K et de i^" sont égales, dont les p — 2 
premières lignes sont nulles. La dernière ligne de T x K est F fois celle de 
K". Supposons que H n'est pas générique, alors il n'existe pas de matrice 
N vérifie la définition 2 pour toute combinaison linéaire à coefficients dans 
C des vecteurs L\ pour A = 2p — 2, . . . , Ap — 5. On sait que les lignes 
numéros A = 2p — 2, . . . , 3p — 4 et A = 4p — 5 de K forment une base de 
C p_1 . En remplaçant L\ pour A = 2p — 2, . . . , Ap — 6 par leurs combinaisons 
convenables, on peut trouver la matrice N formée par la dernière ligne de 
T x K (notée F Ni) et par les lignes de la forme 

Ni + (0,... ,0,k + zi,0,... ,0) 
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pour k — 1, . . . ,p — 1 et k + z\ est à la k-ieme position. Comme la matrice 
N ne vérifie pas la définition 2, la matrice N' formée par 

Ni = (<^n-p+2,4p-5; • • • ; ^n,4p-5j 

et par les autres lignes de N, ne vérifie pas la définition 2 non plus. Par 
conséquent, la matrice N" formée par Aq et les lignes de la forme 

(0,... ,0,A; + Zi,0,... ,0) 

ne vérifie pas la définition 2. Posons A = Tl^l\(k + z x ). Alors il existe W 
non nulle à coefficients dans V telle que 

A A 
W X A ± W 2 d n _ p+2Ap -5 : ; _ ± . . . ± W p d nAp -5 ^— - = 

1 + Zi p —1 + Zi 

Ceci implique = 0. C'est une contradiction. 
□ 

Corollaire 1 Le compact Y , la variété D et la fonction f sont définis comme 
dans le théorème 2. Soit V C G D (n - p + 2, n + 1) tel que bD n \j Vl C^ p+1 
soit dense dans bD, où Vi C V est l'ensemble de v vérifiant les conditions 
suivantes: 

1. Le cône tangent de V en v contient 2(p — \){n — p + 2) — 1 vecteurs 
indépendants. 

2. L'intersection C"~ p+1 n bD est une courbe générique dans C"~ p+1 . 

Supposons que pour tout v G V , f se prolonge continûment en une fonc- 
tion holomorphe dans C™~ p+1 n D. Alors f se prolonge continûment en une 
fonction holomorphe dans D \ SingD, localement bornée dans D\Y . 

Lemme 3 Soient 7 une courbe réelle, fermée, irréductible bordant un do- 
maine Q C C et l un ouvert de 7. Supposons qu'il existe un voisinage U de 
l et deux fonctions holomorphes non identiquement nulles a, b dans U C\Q, 
continue jusqu'à tout point de l et vérifiant az + b = sur l. Alors l est 
presque réelle analytique. Si l — 7 est réelle analytique et U D il, alors 7 est 
réelle algébrique (voir l'exemple 1). 
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Preuve. Soit K C / l'ensemble des zéros de a sur l. D'après le théorème 
d'unicité TL l (K) = 0. Soient x G l \ K, G un domaine de Jordan à bord 
lisse de C dont le bord contient le segment réel [-1, 1] C 1 C C et f une 
application bijective de G dans Q, holomorphe dans G telle que \&([— 1, 1]) C l 
et ^(O) = x. Comme z = —b/a on a \z\ 2 = —bz/a. Par conséquent, la 
fonction |\I/| 2 s'étend méromorphiquement dans G (holomorphe sur les points 
près de 0). D'après le principe de réflexion, cette fonction s'étend en une 
fonction holomorphe au voisinage de 0. Donc / est analytique au voisinage 
de x. 

Si l = 7 réelle analytique, on prend G le demi-plan complexe supérieur et \1/ 
l'application bijective de G C CP 1 dans f2, holomorphe dans G. Alors |\I/| 2 se 
prolonge holomorphiquement au voisinage de bG et égale à —a/b 7i 1 -presque 
partout sur bG. Par conséquent, cette fonction se prolonge continûment 
en fonction méromorphe dans G. D'après le principe de réflexion, elle se 
prolonge en une fonction méromorphe dans CP 1 , c.-à-d. en une fonction 
rationnelle. On a |\I/| 2 = P/Q, où P, Q sont des polynômes à coefficients 
réels. On peut supposer que G" Q. Alors il existe une fonction $ définie 
sur bG à valeur dans {\z\ = 1} telle que sur bG on ait \I/ 2 = $P/Q. La 
fonction $ s'étend méromorphiquement dans G. Par principe de réflexion, 
elle s'étend méromorphiquement dans CP 1 . Ce prologement est donc une 
fonction rationnelle. Par conséquent, bfl est réelle algébrique. 

□ 

Preuve du théorème 1. Utilisant les L\ dans le lemme 2 pour un v G Vi 
fixé, supposons que la condition 1 de la proposition 1 n'est pas satisfaisante. 
Alors la condition 2 de cette proposition montre que pour un système des 
coordonnées générique, il existe un polynôme en ~z\ à coefficients dans fCj 
s'annullant sur jj. D'après le lemme 3, la projection 11(7^) est presque réelle 
analytique, où H{z) = z\. Ceci est valable pour un système des coordonnées 
générique. Par conséquent, toute coordonnée de jj est presque réelle analy- 
tique. Donc 7j est presque réelle analytique. C'est une contradiction. Alors 
/ vérifie (1) pour tout z G bD H C™ _p+1 et pour tout v G Vx- Par conti- 
nuité, (1) est vraie partout sur bD. La fonction / est donc CR. D'après le 
théorème de Dolbeault-Henkin généralisé [Q, / s'étend holomorphiquement 
dans D \ SingD en fonction localement bornée dans D \ Y. 
□ 

Théorème 3 Soient D un domaine de C n , borné, à bordC 2 et f une fonction 
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C 1 sur bD. Supposons que 

/ /Ol,C2+772Zl--- Xn + VnZljzïdZl = (12) 

pour 7^ 4n_4 -presque toute v = ((,1]) G C 2n ~ 2 et pour k G N fixé. Alors f est 
CR et si bD est connexe, f se prolonge holomorphiquement dans D. 

Remarque La condition (12) a été introduite par Kytmanov et Myslivets 
dans PH| , où ils ont généralisé des résultats de Globevnik et de Stout. 



Preuve. Il suffit de considérer n = 2. On appelle T (resp. T') l'ensemble de 
v G C 2 tel que C u appartienne au plan tangent de bD en certain point (resp. 
l'intersection C u fl bD n'est pas C 2 par morceaux). Alors l'ensemble T (resp. 
T') est de mesure H? (resp. 7i 2 ) localement finie. D'après (5), on a 

dr] 2 0Ç 2 

par hypothèse. Donc sur la droite {( 2 = c] la fonction R(fz\~ l dzi) est 
continue en dehors de T' et antiholomorphe en dehors de T, où c G C une 
constante. Cette fonction est nulle pour 7/ 2 assez grand. Elle est donc nulle 
pour 7i 2 -presque tout c. D'après une récurrence en fc, on conclure que / 
vérifie la condition de Morera. De même manière, en considérant les droites 
{r]2 = c}, nous pouvons démontrer que / vérifie la condition des moments. 
D'après le théorème de Stout, / est CR et si bD est connexe, la fonction / 
se prolonge holomorphiquement sur D | |14| | . 

□ 

Exemple 1 Soient n = p = 2 et Gy(2,3) un voisinage de (0,0). Soient 
P un polynôme d'une variable complexe de dégré k à coefficients réels avec 
P(0) = 0, P'(0) ^0et0<r<l tels que la restriction de P sur {\t\ < r} 
soit injective. Posons D = C 2 \ Y fl {zi G -P({|£| = t})} et f(z) = z^z 2 une 
fonction définie sur bD. Alors pour tout v = (Ç,rj) G Gy(2,3) la droite C u 
est définie par l'équation {z 2 = C + V z i}- Sur bD fl C u on a f(z) = zfz 2 = 
[P(t)] k (C+vW)) = C[P(t)] k +rj[P(t)] k P(t) = C[P(t)} k +fj[P(t)} k P(r 2 /t) pour 
z\ = P(t). Cette fonction en t s'étend holomorphiquement dans {\t\ < r}. 
Par conséquent, / s'étend holomorphiquement dans DDC V car dans {\t\ < r} 
l'application P est injective. Mais la fonction / n'est pas CR. 
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Exemple 2 Pour p = n = 2; v = (0, 0) et B H C„ = {z l = ^(e ie ),z 2 = 0} 
où \l/ une fonction C k définie sur le disque unité fermé U avec 

V(t)=t + e(t-l) 2k+1 e^. 

(pour e réel assez petit et k > 1, cette application \l/ est injective sur U). Sur 
£> fl C„ , on a pour t = e îl9 

_ iN2fc+1 l+l 1 (l-t) 2k+1 i+t 

d'où 

_L 2 {l-^-\ zl )Y k+2 1 

La restriction de z\ sur la courbe B fl C Uo s'étend méromorphiquement dans 
le domaine de C, borné par cette courbe. Cette courbe est localement ana- 
lytique sauf au point z\ — \. 

Nous pouvons maintenant construire un exemple comme celui précédent. 
Soient p = n = 2, G* Y (2, 3) un voisinage de (0, 0), D = C 2 \ Y n V(U) x C et 

f(z) = (1T\z 1 ))* k+1 (z 1 -*- 1 (z 1 ))z 2 

une fonction définie sur bD. Pour v = ((, rj) G G y (2, 3), on a sur bD fl C u 

f(z) = (^- 1 (z 1 )) 2k+1 (z 1 - ^- 1 (z 1 ))(C + rfzi)- 

Cette fonction s'étend holomorphiquement sur D C\ C u . Mais la fonction / 
n'est pas CR. 

Exemple 3 Soient n = p > 3, D un domaine borné dans C n , convexe, à 
bord C 2 et f(z) = z n . Soient V = {rj^ = 0} C G(2,n + 1) une sous-variété 
complexe de dimension 2n — 3. Alors V est (D, 4n — 6)-gros. On peut choisir 
D tel que V vérifie la deuxième condition de la définition des ensembles 
(D,4n — 6)-génériques (définition 3). Pour tout u E V, la fonction / est 
constante sur bD fl C u C {z n = ( n }. Elle s'étend donc holomorphiquement 
dans bD fl C„. Mais cette fonction / n'est pas CR. 
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3 Problème du bord 



Soit T un courant rectifiable de dimension 2p — 1 d'une variété complexe 
X = C n , CP n , C n \ Y ou CP" \ Y. Le courant T est appelé maximalement 
complexe si pour toute (s, 2p — 1 — s)-forme ip de classe C°°, à support com- 
pact dans X et pour tout s ^ p, p — 1, on a (T, ■?/>) = 0. 
f/ne p-chaîne holomorphe de X\ SuppT est une combinaison linéaire locale- 
ment finie à coefficients entiers de sous- variétés complexes de dimension pure 
p de X \ SuppT. Si une p-chaîne holomorphe T est de mesure TC 2p , comptée 
avec la valeur absolue des coefficients, localement finie dans X, elle définit 
dans X un courant d'intégration de bidimension (p,p) et de masse localement 
finie. 

Si X = C\ pour ^"-P+^-^-presque tout v G G(n-p + 2,n + l) le courant 
d'intersection T H P"~p +1 existe et il est rectifiable ||. 

Théorème 4 Soient Y un compact de C n , (n — p+ 1) -linéairement convexe 
dans CP n ; T un courant fermé, de dimension 2p — 1, à support (SuppT) 
géométriquement (2p — 1) -rectifiable dans C n \ Y et borné dans C n , avec 
p>2. Supposons que pour ?^( n ~ p+2 )( p ~ 1 ) -presque tout v E Gy(n— p+2, n+l), 
T n C™~ p+1 existe et vérifie la condition de Morera ({Y R C"~ p+1 , Zidzj) = 
pour tous i,j). Alors il existe une p-chaîne holomorphe T de C n \Suppruy ; 
de masse localement finie dans C n \Y telle que d[T] = T au sens des courants 
dansC n \Y. 

Remarque Ce théorème généralise le théorème de Harvey-Lawson || et il 
donne la réponse à un problème de Dolbeault-Henkin || . 
Si Y = 0, il suffit de considérer une famille de (n — p + l)-plans dont les 
directions appartiennent à un ouvert de G(n — p + l,n) (voir la preuve du 
lemme 4). Ce théorème n'est plus valable si l'on remplace C n par CP n . 

Exemple 4 (Henkin) Soit T C C 3 C CP 3 définie par 

r = {y 2 = V3 = 0, x\ + y\ + x\ + x\ = 1} 

où z\ = X\ + iyi, z 2 = X2 + iy2, z 3 = x% + iy% sont les coordonnées de C 3 . 
Considérons l'hyperplan 

H a ,b,c = {zi = az 2 + bz 3 + c} 
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où a = ai + ia 2 , b = b\ + ib 2 et c = c\ + ic 2 . Posons r a ,b, c = V H H a b c . 
Alors r a fe c est une courbe réelle fermée de la surface de Riemann algébrique 
S a ,b,c C i? a ,ft,c qui est définie par 

S a ,b,c = {(«1^2 + hz 3 + ci) 2 + (a 2 z 2 + b 2 z 3 + c 2 ) 2 + z\ + z\ = 1} n H aAc . 

Comme S a ^ c est de genre 0, la courbe TnH atbtC borde une surface de Riemann 
dans CP 3 . La variété T ne peut pas être le bord d'une variété complexe car 
elle n'est pas maximalement complexe. 

Preuve. D'après le théorème de Dolbeault-Henkin généralisé [Q, théorème 
3], il suffit de montrer que T est maximalement complexe. Dans cette 
démonstration on considère Y — 0, pour le cas général, il suffit d'étudier 
le problème au voisinage d'un (n — p + l)-plan fixé; en choisissant un bon 
système des coordonnées, la même démonstration pour Y = s'adaptera. 
Par la méthode des projections, il suffit de considérer le cas p = n — 1. Soit 
Il une projection de C n dans C n_1 telle que sa restriction en Supp T soit in- 
jective sauf au dessus d'un sous-ensemble K de mesure H 2n ~ 3 nulle de C n_1 
et que la projection de SuppT soit géométriquement (2p— l)-rectifiable. En 
plus, n _1 (x) coupe Tan (Supp T, z) transversalement pour tout H(z) = x G 
n(Suppr) \ K. Ceci est valable une 7^ 2ri ~ 2 -presque toute projection II 0. 
Sans perdre en généralité, on suppose que 11(2;) = . . . ,z n _i) et et pour 
7Y 2n_4 -presque toute projection $ de C™ -1 dans C™~ 2 et pour 7Y 2n_4 -presque 
tout v G C n ~ 2 le courant T fl C 2 existe et vérifie la condition du théorème 1, 
où C 2 = ($ o n) _1 (6 ) ). Le support SuppT est défini 7i 2n_3 -presque partout 
comme le graphe d'une fonction / au dessus de Il(Supp T). Le lemme suivant 
est prouvé grâce à l'utilisation d'une idée de Globevnik-Stout |7J: 

Lemme 4 Soit ILT ' 1 la composante de bidegré (0, 1) du courant U^T. Alors 
le courant fU^T 0,1 est d-fermé. 

Preuve. D'après 0, l'espace de fonctions C°° de C n_1 à valeurs complexes en- 
gendrées par des fonctions, dont les lignes de niveau sont des hyperplans com- 
plexes parallèles, est dense dans l'espace des fonction C°°. (Plus généralement, 
ce sous-espace est déjà dense si on considère seulement les hyperplans par- 
allèles dont les directions sont paramétrées par un ouvert non vide de G(n — 

2,71-1)). 

Sans perdre en généralité, il suffit de prouver que (LT^r, fda) = pour toute 
(n — 1, n — 3) -for me a = A((z)x pour un certain ( générique non nul de C n_1 , 
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où z = (z u ... , Zn_i), (z = dzi + ... Cn-i^n-i, X = dz 1 A . . . A dz n _i A dz 1 A 
. . . A cfë n _ 3 , (z = dzi + • ■ • + Cn-i^n-i et ^. est une fonction C°°. 
On utilise un nouveau système de coordonnées (wx, . . . , tt> n -i) avec w\ = (z. 
Alors il existe des constantes a^j G C telles que \ — J2i<j<k< P a j,kXj,k, où 

Xj,k — dwi A ... A dw n -i A efûJi A ... A dWj A ... A cfûTfc A ... A dw n -\. 
On a 

&4x i>fe = 

si j > 2 et 

— cL4 

(n»r,/9Axi, fc ) = (n*r,/— - dw l a^) 

= ± / ^4=~^ ( n * r n ^fe fdw^dd! A ... A rfâ„_ 2 
JaeC n ~ 2 Câi 

= 



car 

(n*r n ^(a), /dw fc ) = (r n ^(a), ^ n rf«; fc ) = o 

par hypothèse, où ^(w) := . . . , w^, . . . , u> n -i) et G G(3, n) est défini 
par Cl = ^ k \a) C C n-1 . 
Ces égalités donnent le lemme. 

□ 

D'après Harvey, si T est une variété C 1 , le lemme précédent implique que 
le courant T est maximalement complexe ||. Cette proposition est encore 
valable dans notre cas: le plan tangent de Supp T est maximalement complexe 
en 7i 2n_2 -presque tout point de SuppT \ n _1 (A^) où la multiplicité de T est 
non nul. En appliquant le lemme précédent pour les projections différentes, 
on conclure que T est maximalement complexe. D'après le théorème de 
Harvey-Lawson généralisé 0j , T est donc le bord d'une p-chaîne holomorphe 
de masse finie au sens des courants. 

□ 



Théorème 5 Soient Y un compact (n—p+l) -linéairement convexe de C¥ n , 
T une variété C 2 de dimension 2p — l, orientée de C n \Y et bornée dans C n . 
Soit V une variété réelle de dimension 2(p — l)(n — p + 2) — f immergée dans 
Gy(n — p + 2, n + 1). Supposons que 
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1. Pour tout v G V, Y H C™ p+1 est transversale et borde une 1-chaîne 
holomorphe, de masse finie au sens des courants. 

2. Y fl Ui/gVi C™ _p+1 es£ dense dans B , où V\ est l'ensemble de v G V tel 
que aucun ouvert non vide de Y D C™ _p+1 n'esi réelle analytique. 

Alors Y est le bord d'une p-chaîne holomorphe de masse localement finie au 
sens des courants dans C n \ Y . 

Preuve. D'après le théorème de Dolbeault-Henkin généralisé ||, il suffît de 
montrer que Y est maximalement complexe. On fixe v$ G V\, il suffit de 
prouver que Y est maximalement complexe en tout point de T fl C™~ p+1 . Par 
la méthode de projection, on ramène le problème vers le cas où n — p + 1. 
Soit II une projection générique de C n dans C n_1 vérifiant Il(C^ o ) ~ C. 
Posons A = Il(C^ o ). Alors au voisinage de A, Il(r) est C 2 par morceaux et 
T est définie comme le graphe d'une fonction bornée / au dessus de II (r) 
(sauf sur les singularités). La proposition 1 s'applique encore dans ce cas, / 
vérifie donc (1) en tout point régulier de Yl (Y) fl A. Par conséquent, Y est 
maximalement complexe en tout point de T fl C^ Q . 

□ 
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